
























































正の整数（自然数ともいう） 1 , 2 , 3 , … のそれ
ぞれに、決まった数または数式 a1 , a2 , a3 , … が
対応していて、a1 , a2 , a3 , … のように並べられた
ときに、これを数列という。各  an  をこの数列の





数列 a1 , a2 , a3 , … の各項の和








































































































す。横軸は第 n 項の n であり、対数スケールになっ
ている。縦軸は第 n 項までの部分和である。
図 1　数列 24（調和数の和）が無限大に発散する

























































初項 a1、公比が r (r ≠ 1) である等比数列の部分
和はつぎのように知られている（Alan 2011, p37）。
公比 |r|< 1 であれば、無限等比級数が収束し、和
が
となる。紹介した数列 11（２のべき乗の逆数和）






が r (r ≠ 1) である等差等比数列の部分和はつぎ
のように知られている（（Alan 2011, p37）。
  
公比 |r|< 1 であれば、無限等差等比数列が収束し、
和が
となる。例をひとつあげておく（初項 a1 =1、交













番号 分子 分母 性質




3 等比数列 等差数列 以下で検討
4 等比数列 等比数列 等比数列と同等




という形をしていて、初項が 1 ⁄ b1 で、公比が r
である。ところが、その分母に対する見方を変え
ると、








の公差がどれも 0 でない限り、つぎの定理 1 によ
り、発散する。なお、分子の公差が 0 である級数
















































が収束するための必要十分条件は、公比 r が 
-1 ≤ r < 1 を満たすことである。　　　　　　　
証明
公比 r の値が 0 か、プラスか、マイナスかとい
う３つのケースに分けて証明する。
①　r = 0 というケース
各項の分子が 0 になるので、無限級数の和が 0 と
なり、収束する。
②　r > 0 というケース
c1 の値と関係なく、大きな n をとれば、n 以降
の各項 an は b1 d と同符号である。an< 0 であれば、
各項に -1 をかけて、an> 0 にすることができる。
そこで、ダランベールの判定条件にしたがって、
つぎの極限値を計算する。
ダランベールの判定条件によると、r < 1 なら
収束し、r  > 1 なら発散する。
r = 1 なら、級数の各項は分子が b1、分母が等
差数列になるので、無限級数は発散する。
まとめると、0 < r < 1 が収束の必要十分条件と
なる。
③　r < 0 というケース























































定理 3 において r =-1 の特例である。（証明終）
定理 3 の具体例を４つあげておく。
数列 28（分子が等比、分母が等差数列の交項和）
交項数列ではあるが、分子の公比 |r| = 2 > 1 とな
り、定理 2 により、発散する。
数列 29（等差等比数列の逆数和）
初項の分子 b1 =1 、分母 c1 =1 、公差 d =1、公比 





















初項の分子 b1 = 1 、分母 c1 = 1 、公差 d = 2、公比 
r = -9 /10 を代入して、和を得る。
数列 31（等差数列の逆数の交項和）
初項の分子 b1 =1 、分母 c1 =1 、公差 d =3、公
比 r =-1 を代入して、和を得る。






パターン 1　定理 3 において、初項の分母 c1 = 1 、
公差 d = 1、公比 r = 1/ k（k  > 1）というパターン
b1  =1, k = 2 の例をつぎに示す。
数列 32
パターン 2　定理 3 において、初項の分母 c1 = 1 、
公差 d = 1、公比 r = -1/k（k ≥ 1）というパターン。
このパターンの数列は交項数列である。
b1 = 1, k = 2 の例をつぎに示す。数列 31 が正項
数列に対して、こちらは交項数列である。
数列 33
数列 32 と数列 33 との和や差をすると、さらに
新しいタイプの級数が得られるが、詳細について
は割愛する。
b1 = 1, k =1 にすると、数列 1 が得られる。
3. 分数型級数のうち、隣接する 2 項の分母間の
漸近式が 1 次式である無限級数の計算法
第 n 項を 1/an とすると、
が本タイプの無限級数の特徴である。p = 1 なら、




定理 4（第 n 項の一般式）
証明（数学帰納法を使う）
n = 1 のとき、
成り立つ。






|q| > 1 であれば、無限級数が収束する。
証明























































2 つ目の問題は収束スピードである。第 n 項の














すなわち、つぎの数列 36 のように、自然数の 9, 


















である。分母が一桁の 1 ～ 9 の間では除外さ
れるものが 9 という数字だけで、割合としては
1 ⁄ 9(=11%)、大変少ないと誤解されやすいが、2
桁の 10 ～ 99 の間では、除外されるべきものは
19, 29, …, 89, 90, 91, …, 99 と 18 個になり、全体
の 18 ⁄ 90(=20%) を占める。3 桁の 100 ～ 999 にな
ると、9 が入るものは 252 個あり、全体の 28％を
占める。
つまり、一般化すると、n 桁の数字のうち、1 桁で
も 9 が入る数字の割合は 　　　　　　　　　　　
であるので、n の値が大きくなっていくと、たと





量はつぎの定理 6 で示したとおり、O(n log n ) で
ある。
定理 6（ケンプナー級数に対する部分和の計算量）
第 n 項までのケンプナー級数の部分和 S は
O(n log n ) で計算できる。
証明




(Step1) S := 0、配列 C := 0、フラグ F := 0
(Step2) i := 1 から n まで、以下を繰り返す
                       F
 := 1
                      C [0] := C [0]+1
                If C [0] が 9 と等しい then F := 0
(Step2.1) If C [0] が 10 と等しい then
                           C [0] := 0
(Step2.1.1)　j := =1 から [log10 n] まで繰り返す
                                 C [j] := C [j]+1
                        If C [j] が 9 と等しい then F := 0
                                 If C [j]<10 then goto Step2.2
                                 If C [j] が 10 と等しい then
                                          C [j] := 0
(Step2.2) If F が 1 と等しい then
                         S
 := S + 1/i
Step2 は 1 から n までの繰り返しなので、計算
量は O(n) である。さらに、Step2.1.1 においては、
最悪のケースでも O(log n) の計算量で終了する。






束がとても遅いことで知られている。n  = 1 千億 
= 1011 までの計算結果を図 3 に示したが、収束せ
ず、収束値の 22 .9026 までは随分開きがある。
1993 年に、Fischer が以下の計算式を使って、


































となり、精確な値 22.920676619 とは小数点以下 3
桁までが一致する。
表 2　関数 β n および ζ (n) の値 (1≤n≤10)












ζ (2) π ^2/6
ζ (3) 1.202056903159594285399738161511449
ζ (4) π ^4/90
ζ (5) 1.036927755143369926331365486457034
ζ (6) π ^6/945
ζ (7) 1.008349277381922826839797549849797
ζ (8) π ^8/9450
ζ (9) 1.002008392826082214417852769232412
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Infinite series is often used in scientific computations such as applied mathematics and physics. In this 
paper, after having introduced some examples of infinite series and its calculation methods, we examined the 
convergence of fraction types of infinite series and proposed a method of summing the infinite series. Further, in the 
numerical calculation by the computer, from the point of view of calculation time, we mentioned Kempner series’s 
computational complexity.
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